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Funcion Polinomial

4 e . ., : : )
Definicidon: Funcién Polinomial

Una funcion p: R - R, esuna funcién polinomial de grado “n” cuando su
regla de correspondencia es de la forma:

p(x) = ap + a;x + a,x* + azx3 + -+ + a,x"

donde ay,a4,a,,as, ...,a, SOn numeros reales y a, # 0

Grafica de una funcidn polinomial

La grafica de una funcién polinomial sobre el plano es una curva suave y
continua, por suave queremos decir que la curva no tiene esquinas ni puntas
(cuspides), continua significa que la curva no tiene cortes ni saltos y que
puede ser dibujada sin interrupciones.

3

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-1



A

¥)»  Discontinuidad o
Cuspide
e
7 ‘E Z ]
No es grafica de una funcion polinomial. No es grafica de una funcién polinomial.

A

Si es grafica de una
funcién polinomial.

4]
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Teorema Fundamental del algebra

Toda funcion polinomial p de grado n € N, tiene al menos un valor
complejoc € C tal que p(c)=0
4 . )
Corolariol
Toda funcién polinomial p de grado n € N, tiene al menos un valor
\complejo c € C tal que p(x)=(x-c)q(x) con q(x) polinomio J

Ejemplo

para p(X)= 3x°-2x*+x-10  tenemos P(X) = (x = gj g(x)

para p(x)=x4 -1 tenemos p(x):(x—i)q(x)

5
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r _ Y
Corolario2

Toda funcidén polinomial p de grado n € N, se puede escribir:

P(X) = a,(X —X1)(X —X3)(X —X3)...... (X —Xp)

Donde x4, X», X3, ..., X;, son las raices del Polinomio.

- Todo polinomio de grado “n” tiene “n” raices
- Las raices pueden ser racionales, reales, complejas no reales

Definicion: “a” es una raiz de multiplicidad “k” si se cumple que:
p(x) = (x — a)Xq(x) conq(a) #0, q(x)polinomio, k > 2.

También podemos decir que si exactamente “k” raices toman un
mismo valor "a” entonces "a" es una raiz de multiplicidad “k”.
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Ejemplo Dada la funcidén Polinomial p(x)=(x- \/5)(x -1 (x-7)
p(x) = (x—/5)(x ~7)7
Hay 1 raiz de valor /5 Hay 1 raiz v/5 simple o no multiple
Hay 2 raices de valor 7 Hay 1 raiz 7 de multiplicidad 2

L] [ [ 4 / o« 7 . . ll n \
Definicion Una ecuacion polinomial de grado “n” tiene la forma
P(x)=0
donde P(x) es una funcién polinomial de grado “n”
- 4

Ejemplo Son ecuaciones polinomiales x3 —3x%-4x+3=0
X° —8x> +6x+2=0

12x2 + 6+/3x+21=0

7
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/
/)

1/ Ejemplo Dada la ecuacién Polinomial
2(x—4)(x—6)(x-6)(x-8)(x-8)(x-8) =0

/\

Hay 1 raiz de valor 4 Hay 1 raiz 4 simple o no multiple
Hay 2 raices de valor 6 Hay 1 raiz 6 de multiplicidad 2

Hay 3 raices de valor 8 Hay 1 raiz 8 de multiplicidad 3

Hay en total 6 raices Hay en total 6 raices
Hay 3 soluciones CS={4;6;8} Hay 3 soluciones CS={4;6,8}

2(x —4)(x —6)*(x—8)° =0

8
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s esR%ﬁl iz

simple, la grafica
(localmente) cruza al
eje X en el punto (r, 0).

(r;0)

Si “r" es una raiz de
multiplicidad par, Ia
grafica (localmente) se
acerca tangencialmente
al punto (r,0), rebotando
en el eje X..

y

(r;0)

Esbozo de la Grafica de una funcion
polinomial en funcion a sus raices

Si “r" es una raiz de
multiplicidad impar, la
grafica (localmente) se
acerca tangencialmente
al punto (r,0),cruzando

el eje X..
y
ﬁ;o) ;

9
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Ejemplo

Grafiquemos la Polinomial ~ p(x) = 2(x —1)°(x —4)*(x - 6)

Analicemos los signos de p(x) + P - ? - ¢ +
1 4 6

y

|

10
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Casos
Rﬁsdgéﬁﬁente Principal Positivo 2 /

Grado IMPAR  P(x) = %(x _12(x—2) » E: . . ;

Grado PAR P(x) = %(x +1%(x—1)(x -2) p /

2 0 \/z 4

11
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Casos

B?éé)%l“ﬁ%ente Principal
Negativo ’
Grado IMPAR P(x) :—1(x+1)2(x—2) /
2 4 -2 0 4
-2 \
2
Grado PAR P(x)= —%(X +2)2(x+1)(x -1 al / \
-4 2 0 2 4
I .

12
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Prob 287

Si la funcion polinomial de coeficientes reales P(x)= 3x* —bx3 +bx? +ax +c

tiene por grafica. . Halle a+b+c+r

r

13
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Teorema de Cardano- Viette

Sea P(x) = ap +a;x + a,x% + asx> + -+ a,x™; una funcién
polinomial de grado n € N(a,, # 0). Siry, 1y, r3,...,I', SON las
raices de P(x) (contando sus multiplicidades), entonces:

e Caso n =2, P(x) =agp +a;x+ a,x*

d
1)r1+r2+r3 = ——
a3
dq
2) r{ry + I'rI's + rrg = —
d3
do
3) I‘1r21‘3 —_
d3

14
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Sea P(x) =a,x" +a,_x* 1 +a,_,x"?%+--+a,x*+a;x+ay ;una
funcion polinomial de gradon € N(. Sirq, 1y, 13, ...,y SON las raices
de P(x) (contando sus multiplicidades), entonces:

« Caso general
1) ry+ry + -+ 1, = — 22

an a, # 0
__dn-2
2)rqry + rir3 ...+ 1y 1y = .
n
_ dn-3
3) rqryors + ryryory ...+ rp_sfp_1p = — .
n

n) ryryrs..rp = (—1)"—

\t"
\ 15
\
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Prob 288

Dado el polinomio P(x)=3x3-6x+5 de raices m;n;p

4

4 4
Halle el valorde M +N +P

m® +n° +p°

16
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PARIDAD DE RAICES

/Teorema : Sea P(x) una polinomial con coeficientes en R. A
Si P(x) tiene una raiz imaginaria de la forma a+bi (a; b eR )
entonces a — bi es raiz de P(x), ambas con la misma multiplicidad.

- /

Corolario: Toda funcién polinomial de grado impar con coeficientes reales
tiene al menos una raiz real.

4 N
Teorema: Sea P(x) un polinomio con coeficientes en Q.

Si P(x) tiene una raiz irracional de la formaa + /b ,conabe Q yVb ¢ Q
entonces a F+/b es raizde P(x) ambas con la misma multiplicidad.

Teorema: Sea P(x) un polinomio con coeficientes en Q. En P(x) las
siguientes raices irracionales /a + Vb ;\/a — vb; —/a + Vb; —/a — /b, con
Ka;be Q vy +/a,Vb & Q se presentan juntas con la misma multiplicidad.

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-1



Ejemplo: Sea el polinomio P(x) = x> — 8x? + ax — b; {a;b} c R.
Si 2 + 3iesraiz de P, determine el valor de a+b.
Solucidn: Si 2 + 3i es raiz entonces por teorema, 2 — 3i también

es raiz de P, la suma y producto de estas raicesson S =6, P =
10, entonces x? — Sx + P = x? — 4x + 13 es factor o divisor de

P(x), mediante Horner

1| 1 -8 a -b
- T ! {a — 29
16 52 b=>52
113
1 4 | a-29 -h+52

P(X) =(x- )(x —4x+13)
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Ejercicio: Determine el polinomio monico de grado minimo P ,con
coeficientes enteros que tiene como raices a 3 + V7 y 4 — 5i

Solucion:
Si3+ \/7 es raiz de P entonces 3 —\/7 también es raiz de P

conla sumay el producto S =6 ,P =2 obtenemosel factor (x2 —B6X + 2)

Asimismo 4+5i esraiz de P entonces 4 -5i también es raiz de P

con la suma y el producto S =8 ,P = 41 obtenemos el factor (x* —8x +41)

Entonces el polinomiode grado minimo es
P(x) = (X* —6x+2)(X* —8x+41) = x* —14x° + 91x* — 262X + 82

19
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Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en|a; b] ,tal que f(a)f(b) < 0, entonces
existe al menos un numero real r € (a,b), tal que f(r) = 0.

Esto se interpreta graficamente asi:

20
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/- N
' | Teorema de Bolzano (Caso de funciones polindmicas)
Si P es una funcién polinomial tal que P(a)P(b) < 0, entonces existe

\al menos un numero realr €< a,b >, talque P(r) = 0

Ejemplo
Si P(x) = 3x® + 8x3 — 3, verifique que existe r € (0,1) tal que P(r) = 0.
Resolucion:

Vemos que P(0) = —3y P(1) = 8, de esto tenemos que P(0)P(1) < 0, entonces
por el teorema de Bolzano, existe re (0,1) talqueP(r) =0
Las otras 4 raices seran imaginarias

21
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Prob 294

Determine el intervalo en el cual se encuentra la unica
raiz real de P(x)=x> +x -3

SRR N

22
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Regla de signos de Descartes

El numero de raices reales positivas de un polinomio ordenado

P(x) sobre R, es igual al numero de variaciones de signo de

sus coeficientes, 0 menor en un numero entero par.
N J

Corolario:

El numero de raices reales negativas de un polinomio ordenado P(x)
sobre R es igual al numero de variaciones de signo de los
coeficientes de P(—x), 0 menor en un numero entero par.

Ejemplo

Analizar por el Teorema de Descartes, las raices positivas o negativas
que pueda tener el polinomio

P(X)=x"+2x+x° +8-12x"

a\‘

23
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Ordenando el polinomio  P(x) = x* +x° —12x* +2x + 8

P(x) = x* + x> —12x° +2x +8 P(—x) =x" —x®> —12x* —2x +8

[olaG s ®

Se observa dos variaciones, Hay dos  variaciones,
entonces hay dos raices entonces hay dos raices
positivas o ninguna, negativas o ninguna.

Se puede verificar gue estamos en lo cierto pues
P(x) = (x? +3x—4)(x? —2x—2)

:(x—l)(x+4)(x+1—\/§)<x+1+\/§)
Siendo las raices x,=1 x,=-4 x,=-1+43 x,=-1-43

\ 24
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Prob 297
Dados a:beR\{0} y ademas el

siguliente polinomio

4,0 -
P(x)=ax +2x"-bx+2 tiene
unicamente 2 raices reales: x, , X;.

Senale el valor de verdad en cada caso
a>0->xx,>0

. a<0->xx, <0

II. ab>0— al menos una raiz real es
positiva

A) VVV B) VVF C) VEV
D) VFF E) FFF

25
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Teorema de lasRaices racionales

-~

Dado p(x) € Z[x],
p(x) = apx +a,_x" 1+ +a;x+a,. agap#*0

~

r . 7 5 o 5 ,
Sea a=- una fraccién irreducible. Si a es una raiz de p(x),

entonces rlag A sla,. (r,s € Z).

2

J

" Corolario (Raices enteras) )
Dado p(x) € Z|x];
p(x)=x"+a_x"'+a X" +...+ax +a, (monico)
Sia eZ esraiz de p(x) entonces o es divisorde a,.

\_ v

\ 26

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-1




Ejemplo
Halle las raices racionales de P(x) = 4x3 + 3x% — 9x + 2
Resolucion:

Las posibles raices racionales son los numeros racionales cuyo numerador son

los divisores del término independiente y cuyo denominador son los divisores
del coeficiente principal.

Divisores del término
N independiente 4

. , _ A e I
Posibles raices rac. = + { Divisores del } mETET i{1,2,4,2,2}

coeficiente principal

D ! _38 '190 %2 Luego utilizando Ruffini, verificamos que
4 -5 ( 1 | 0 —2;1 y1/4 sonraices de P.

1 +4 -1
4 -1 lo

\ )
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Prob 291

. Luego de determinar a un polinomio de
coeficientes enteros, monico y de menor
srado posible, que tenga por raiz a

3 4.

Halle Ia suma de sus coeficientes.

28
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Prob 292

Dada la ecuaclion polinomial
13+px+q=[: de raices: o : p ; 6. Halle

una nueva ecuacion polinomial de grado

3 3 3
3 cuyas raices 2—— :2-— : 2-— sean
a 0

A)8+2p(3-x)* +q(3-x)° =0
B) l+p(2—x]z+q(2—1]3 =0
C) 27+3p(2-x)* +q(2-x) =0
D) 1+pB3-x)*+q(3-x) =0
E) 8+3p(2-x)* +2q(2-x)° =0

29
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